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Introduction



WVCP - Weighted Vertex Coloring Problem

• deux sommets adjacents reçoivent
des couleurs différentes

• le coût d’une couleur est le poids
maximal de ses sommets

• l’objectif est de minimiser la somme
des coûts des couleurs

• problème NP-difficile

f(S) =
∑
C∈S

max
v∈C

w(v)
f(S) = 7 + 5 + 5 = 17
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Cas d’application : planification d’examens
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État de l’art



Méthodes exactes

1989 Travaux anciens liés au WVCP : Ribeiro et al.

2009

3 modèles PLNE
M1 et M2
affectation

sommet–couleur
1 modèle

set covering

2012

Ensembles stables
couverture

d’ensembles
génération
de colonnes

Branch-and-Price

2017

Modèle Dual
reformulation

du WVCP
en MWSS

graphe
complémentaire

orienté

2023

3 modèles CP
Primal, Dual, Joint
bornes sur le score

et les couleurs
règles de réduction

Instances réduites
Récupérées sur le dépôt GitHub des auteurs.

Modèle Joint en PLNE
Relie les formulations M2 et Dual.

[Ribeiro et al., 1989, Malaguti et al., 2009, Furini and Malaguti, 2012, Cornaz et al., 2017, Goudet et al., 2023]
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Méthodes approchées

Méthode Référence(s) Nature de l’approche

Welsh–Powell
[Welsh and Powell, 1967]
[Grelier, 2023] heuristique gloutonne statique

DSatur
[Brélaz, 1979]
[Grelier, 2023] heuristique gloutonne dynamique

RGRASP [Prais and Ribeiro, 2000] construction gloutonne multi-départ
AFISA [Sun et al., 2018] recherche locale adaptative
RedLS [Wang et al., 2020] recherche locale avec réduction des conflits
ILSTS [Nogueira et al., 2021] recherche locale taboue itérée
DLMCOL [Goudet et al., 2022] apprentissage profond
MCTS [Grelier et al., 2022] recherche arborescente de Monte-Carlo
AHEAD [Grelier et al., 2024] approche mémétique
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ALNS proposée



ALNS : Adaptive Large Neighborhood Search

Initialisation
DSatur

Sélection
des opé-
rateurs

Destruction Réparation Mise à jour
des critères Intensification

Arrêt

itération suivante

Du LNS à l’ALNS
• LNS : Large Neighborhood Search

• destruction et réparation d’une partie de
la solution

• ALNS : choix adaptés aux performances
observées

Contribution au WVCP
• décoloration adaptative de plusieurs sommets

• réparation exacte par M2 ou Dual

• intensification courte par RedLS

• acceptation uniquement si la solution est valide
et non dégradée
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Trois destructions pour explorer des structures différentes

Dheavy : sommets lourds

• sommets parcourus par poids
décroissant.

Dcolor : couleurs coûteuses

• couleurs triées selon
W (c) = maxv∈Cc wv

• chaque couleur choisie est
entièrement détruite.

Solution courante
Dheavy

Dcolor

Mémoire taboue : les éléments récents sont évités, puis la restriction est relâchée si nécessaire.
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Trois destructions pour explorer des structures différentes

Ddense : zone dense

dens(v) =


2|E(N(v))|

d(v)
(
d(v) − 1

) , d(v) ≥ 2,

0, d(v) < 2,

ρ(v) = dens(v)
(
d(v) + 1

)
• centres examinés par score ρ

décroissant
• le centre puis ses voisins sont décolorés dens(v) = 4 / 10.

Mémoire taboue : les éléments récents sont évités, puis la restriction est relâchée si nécessaire.
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Données conservées pour la réparation

solution courante S

Buv = 1 ⇔
c(u) = c(v)

sommets détruits
U = {u1, . . . , uk}

groupes conservés
G = {G1, . . . , Gq}

Matrice de similarité après destruction

B−
uv =

{
Buv, u /∈ U et v /∈ U,

0, sinon.

Chaque Gg conserve les sommets non détruits
d’une même couleur.

Compatibilité groupe–sommet

Wg = max
v∈Gg

wv

aig = 1⇐⇒ ∀v ∈ Gg, {ui, v} /∈ E

A = (aig) alimente M2 et la construction des
arcs de Dual.
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Réparation par le modèle M2

Modèle original M2

w1 ≥ · · · ≥ wn

yih = 1⇐⇒ i ∈ Ch, h ≤ i

min
n∑

h=1
whyhh (M2-1)

Une couleur est représentée par son
sommet dominant.

s.c.
i∑

h=1
yih = 1, ∀i ∈ V, (M2-2)

yih + yjh ≤ yhh, ∀{i,j}∈E,
h≤min(i,j), (M2-3)

yih ≤ yhh, ∀i ∈ V, h < i,
(M2-4)

yih ∈ {0, 1}, ∀i ∈ V, h ≤ i.
(M2-5)

[Malaguti et al., 2009]

Habib Khteira – Stage LORIA 8/19



Réparation par le modèle M2

Modèle original M2

w1 ≥ · · · ≥ wn

yih = 1⇐⇒ i ∈ Ch, h ≤ i

min
n∑

h=1
whyhh (M2-1)

Une couleur est représentée par son
sommet dominant.

s.c.
i∑

h=1
yih = 1, ∀i ∈ V, (M2-2)

yih + yjh ≤ yhh, ∀{i,j}∈E,
h≤min(i,j), (M2-3)

yih ≤ yhh, ∀i ∈ V, h < i,
(M2-4)

yih ∈ {0, 1}, ∀i ∈ V, h ≤ i.
(M2-5)

[Malaguti et al., 2009]

Habib Khteira – Stage LORIA 8/19



Réparation RM2 adaptée à l’ALNS

Adaptation du modèle M2
xig = 1 : ui rejoint le groupe conservé Gg .

yih = 1 : ui rejoint la nouvelle couleur
représentée par uh.

Zg : coût du groupe Gg après réparation.

min
q∑

g=1

Zg +
k∑

i=1

wiyii

(RM2-1)

Contraintes du modèle adapté
q∑

g=1

xig +

i∑
h=1

yih = 1, i = 1, . . . , k (RM2-2)

yih ≤ yhh, 1 ≤ h < i ≤ k (RM2-3)

xig ≤ aig, ∀i, g (RM2-4)

Zg ≥ Wg, ∀g (RM2-5)

Zg ≥ wixig, ∀i, g (RM2-6)

xig + xjg ≤ 1,
∀{ui,uj }∈E,

∀g
(RM2-7)

yih + yjh ≤ yhh,
∀{ui,uj }∈E,

h≤min(i,j) (RM2-8)

xig, yih ∈ {0, 1}, Zg ≥ 0, (RM2-9)
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Réparation par le modèle Dual

Modèle Dual
• chaque arête du complément est

orientée du sommet lourd vers le
sommet léger

• chaque arc reçoit le poids de sa
cible.

Maximiser la somme des poids
des arcs sélectionnés.

max
∑
e∈E⃗

ŵexe (D1)

s.c. xvu + xvw ≤ 1, vu,vw∈E⃗,

uw,wu/∈E⃗
(D2)

xe + xf ≤ 1,
∀v, e∈δ−(v),

f∈δ+(v)
(D3)

xe + xf ≤ 1, ∀v, e,f∈δ−(v),
e̸=f

(D4)
xe ∈ {0, 1}, ∀e ∈ E⃗. (D5)

Graphe G Complément orienté Étoiles orientées sélectionnées
[Cornaz et al., 2017]Habib Khteira – Stage LORIA 9/19
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Réparation par le modèle Dual : adaptation à l’ALNS

Construction du graphe adapté

• chaque groupe conservé Gg est représenté par un
nœud de poids

Wg = max
v∈Gg

wv

• chaque sommet détruit ui est représenté par un
nœud de poids wi

• deux types d’arêtes sont ajoutés :
• entre un groupe conservé et un sommet

détruit compatibles
• entre deux sommets détruits compatibles.

Application du modèle Dual

Le modèle Dual est appliqué
directement au graphe ainsi

construit.

Maximiser la somme des poids
des arcs sélectionnés.
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Décoder, valider, puis intensifier

Décodage de la réparation

M2
• xig = 1 : couleur du groupe Gg

• yii = 1 : nouvelle couleur
• yih = 1 : couleur créée par uh

Dual
• étoile avec Gg : couleur conservée
• étoile dans U : nouvelle couleur
• sommet isolé : couleur singleton

Contrôle et intensification
solution réparée S′

complète et de
sans conflit ?

intensification par
recherche locale

valide et non dégradée ?

oui

Sinon : restauration de la solution précédant la
destruction.

Recherche locale : RedLS [Wang et al., 2020]
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Sélection adaptative des six couples

Initialisation
DSatur

Sélection
des opé-
rateurs

Destruction Réparation Mise à jour
des critères Intensification

Arrêt

itération suivante

Un couple o = (D, R) ∈ O
Réparation

Destruction M2 Dual

Dheavy o1 o2

Dcolor o3 o4

Ddense o5 o6

Récompense du couple sélectionné

∆t = f(St)− f(St+1)

γt = ∆t(1 + 0,01t)

ωot
← ωot

+ γt

Mise à jour uniquement si ∆t > 0.
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Deux stratégies de sélection des couples

Roulette

Pr
Roulette

(o) = 1 + ωo∑
o′∈O(1 + ωo′)

• sélection initiale uniforme

• couples récompensés favorisés

• probabilité toujours strictement
positive

• exploration permanente

Deleter

Pr
Deleter

(o) = (1 + ωo)λo∑
o′∈O(1 + ωo′)λo′

• chance initiale λo = 1

• amélioration : λo ← 1

• échec : λo ← 0,5λo

• suppression sous λmin = 0,05.

Roulette : [Ropke and Pisinger, 2006]
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Adapter la taille du sous-problème

Initialisation
DSatur

Sélection
des opé-
rateurs

Destruction Réparation Mise à jour
des critères Intensification

Arrêt

itération suivante

Taux de destruction

d0 = 0,20, Kt = ⌈dt|V |⌉

dt+1 =


max(0,05, dt − 0,05), σt ̸= OPTIMAL,

min(1, dt + 0,05), σt=OPTIMAL,
rt<3 s,

dt, sinon.

Interprétation
• non optimal en 5 s : sous-problème

réduit

• optimal en moins de 3 s : voisinage
élargi

• optimal entre 3 et 5 s : taux
inchangé
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Analyse expérimentale



Deux protocoles expérimentaux complémentaires

Modèles exacts

188 instances

benchmark de l’état de l’art

une exécution
par modèle et par instance

Dual, Dual+B,
M2, M2+B, Joint

Méthodes approchées

55 instances difficiles

20 exécutions prévues
par méthode et par instance

ILSTS, RedLS, ALNS

C++17 / GCC 13.3.0 – Gurobi 13.0.0 – Grid’5000 – 3 600 s

+B : bornes de [Goudet et al., 2023].
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Résultats des méthodes exactes

Modèle BKS atteints Optimalités

Dual 139/188 133/188
Dual+B 139/188 133/188
M2 133/188 122/188
M2+B 144/188 136/188
Joint 152/188 135/188

BKS : meilleur score connu ;
+B : ajout des bornes.

M2+B
14 preuves d’optimalité
supplémentaires par rapport à M2.

Bornes avec Dual
Aucun BKS ni aucune preuve
d’optimalité supplémentaire.

Modèle Joint
Meilleure performance en nombre de
BKS atteints : 152 instances.
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Résultats des méthodes approchées

Méthode BKS atteints Meilleurs scores Meilleures moyennes

ILSTS 24/55 35/55 38/55
RedLS 13/55 34/55 20/55
ALNS 16/55 16/55 7/55

ILSTS
Méthode globalement la plus

performante sur les trois
indicateurs.

RedLS
Atteint le moins de BKS, mais

conserve des performances
robustes et obtient un meilleur

score sur 34 instances.

ALNS
Atteint 16 BKS, mais reste
moins performante et moins

stable, avec seulement 7
meilleures moyennes.

Habib Khteira – Stage LORIA 17/19



Conclusion et perspectives



Conclusion

Contributions scientifiques
• conception et implémentation d’une ALNS

originale pour le WVCP

• performances globalement inférieures aux
méthodes de la littérature, mais 16 BKS
atteints sur un ensemble de 55 instances
difficiles

• proposition du modèle Joint en PLNE,
atteignant un BKS sur 152 des 188 instances

• renforcement de M2 par des bornes, avec 14
preuves d’optimalité supplémentaires

Apports du stage
• développement algorithmique en

C++

• résolution par un solveur
commercial

• déploiement et gestion des
expériences sur un cluster
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Perspectives

1. Destruction guidée par apprentissage : exploiter les analyses expérimentales de la
littérature pour identifier les caractéristiques récurrentes des sommets impliqués dans les
améliorations.

2. Mise à jour incrémentale des données : réutiliser la matrice B de l’itération précédente et
ne mettre à jour que les éléments affectés par les changements de la solution.

3. Réparation approchée alternative : utiliser ponctuellement une méthode approchée à la
place de Gurobi pour diversifier et accélérer la réparation.

4. Intégration du modèle Joint : ajouter Joint comme troisième opérateur de réparation afin
d’élargir les choix disponibles pour l’ALNS.
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Merci pour votre attention

Des questions ?

Habib Khteira
Université d’Angers – LORIA
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